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Résumeé

Ce travail consiste a étudier I'infiltration de I'eau usée @ travers une microstructure saturée. Ce concept
nécessite |'utilisation de la méthode d’homogénéisation de structure périodique sur les équations de
Navier-Stokes correspondant a I'échelle microscopique, pour déterminer la propriété effective du milieu
équivalent a I'échelle macroscopique. Aprés I'obtention d’'un modéle numérique, des simulations sont faites
avec des vitesses initiales différentes, afin de voir son impact sur I'écoulement.

Mots-clés : /nfiltration, miliev poreux, développement asympiotique, élément fini.

Abstract

Simulation of wastewater infiltration through a saturated microstructure
This work consists studying the infiltration of waste water through a saturated microstructure. This concept
requires the use of the method of homogenization of the periodic structure on the Navier-Stokes equations
corresponding to the microscopic scale, to determine the effective property of the equivalent structure on a

macroscopic scale. After obtaining a numerical model, simulations are made with different initial speeds, in
order to see its impact on the flow.

Keywords : infiltration, porous medivm, asymptotic development, finite element.

Nomenclature

¢ : Porosité
5,, :Symbole de Kronecker

v : Vitesse d ['échelle microscopigue en [ m.s ™" |
v : Vitesse d [échelle macroscopique en [ m.s ™" |

p :Pression en [ N.m™ ]

p :Masse volumigue en [kg m ’j
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t - Tempsen|s]
u : Viscosité dynamique de 'eav en [ kg.m ™.s™ |
o, :Domaine fluide

: Interface solide-fluide

: Séparateur d’échelle (microscopique et macroscopique)
: Variable macroscopigue

: Variable microscopique

—

- Fonction fest

&
X
y
K : Tenseur de conductivité hydravligue dv miliev poreux
y
o :Fonction fest

g

: Infensité de lo pesantevr én [ m .s™ |

1. Introduction

L’observation d I'échelle microscopique permet de qualifier les objets comme étant un miliev poreux. Cette
existence de pores permet aux eaux usées avoisinant de s’y infiltrer. Plusieurs recherches [1 - 5] sont
focalisées sur I'étude de ces eaux a travers divers milieux. En se référant a I'échelle microscopique, il est
possible d’apercevoir les hétérogénéités présentes et de considérer ces conduits comme étant un milieu
poreux, périodique et rigide. En partant de cette échelle, lo méthode d’homogénéisation de structure
périodique permet d’obtenir les propriétés effectives correspondantes d I'échelle macroscopique. L'utilisation
de cette méthode a débuté en 1978 [6, 7] et ne cesse d’€tre employée dans I'étude de divers structures et
domaines [8 - 12]. Dans ce travail, elle est appliquée aux équations de Navier-Stokes. Ces équations sont
ensuite résolues numériquement en utilisant I'algorithme d’Uzawa et par le logiciel MATLAB. Le logiciel GMSH
a servi au maillage du volume élémentaire représentatif, puis a I'affichage de certaines figures obtenues lors
de la résolution numérique. Les objectifs de ce travail sont : mettre en évidence I'impact de la variation de la
vitesse initiale sur I'écoulement, montrer I'évolution de la vitesse suivant le changement du gradient de
pression, ainsi que de déterminer la propriété effective du miliev équivalent a I'échelle macroscopique.

2. Méthodologie
2-1. Equations & considérer

L'écoulement d’un fluide incompressible @ travers un milieu poreux rigide et saturé répond aux Equations
de Navier-Stokes pour un écoulement trés lent. Il correspond @ un systeme o’Equations constitué par l
conservation de lu quantité de mouvement donnée par /’Eguation (i) de (1), puis du bilan de masse énoncé
par /’Equation (2). Aprés normalisation, il vient :

{pj—t(v)=—Vp5aﬂ+ye AV sur Q. (1)

V=0 sur Q (ii) (1)
Iv:O sur T (iii)

|
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2-2. Homogénéisation des équations

Il existe d’outres méthodes d’homogénéisations [13]. Celle correspondant @ une structure finement
périodique repose sur la technique des développements asymptotiques, faisant une sépurution d’échelles :

microscopique et macroscopique en considérant le changement decheIIeLy :_J L’application des
&

développements asymptotiques sur les Equations de (1)donne :

(p +.9pl)i(v°+glv1)=—{Vx+ivyJ(p°+5p1)+

[

} ot &

\ 0 2 R N

\ & Ag+—A +—5A, (v +ev i 2
4 V’L ; o )J (i) (2)
\

{VX+§VyJ v +evi+.)=0 (i)

‘Lv°+gvl+.92v2+ =0 (iii)

La viscosité dynamique « n’est pas affectée par le développement asymptotique car il s’agit d’une constante.
Le regroupement des termes des Equations (i-iii) de (2)portant le méme ordre de - conduit :

y -1
e Alordre ¢

vap‘):o (i)

0 (3)
[Vy.v =0 (ii)

o Alordre ¢
{poi(vo)——vypl—v P’ + uA v (i)

ot
JVX.VO+V)’.V1= (ii) (4)
Iv°=0 (iii)
(

2-3. Probléme de cellule

Alordre =, I’Equation (i) de (3)permet d’affirmer que la pression initiale ne dépend que de x  Cest-g-
dire de I'échelle macroscopique.

P’ (x,y)=p"(x) (5)

A lordre =°, ’Equation (i) de (4) montre que la vitesse initiale, ainsi que la pression sont fous deux
fonctions du temps et ne dépendent que de I'échelle macroscopique. Cest-a-dire :

jvozvo(x,t) (i)

(6)
[P =p"(xt) (ii)
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Par linéarité, /’Equation (i) de (4)permet d'écrire :

V= -————V p (i)
J p )
{plz—n(y,t)vxph p'(x) (ii)
Comme le gradient d’un scalaire donne un vecteur, il est possible d’écrire :
_pr0:5ijej (8)

Le tenseur ket le vecteur = (x, y) sont des solutions du probleme de cellule dans les Equations (i-iii) de (9):

(" 2k AKk-V 7=-I (i)

| . ot y

Vk=0 (i) 9)
Ik=0 (ii)

l

2-4. Formulation variationnelle

En appliquant la formulation variationnelle aux Eguations (i-iii) de (4), il vient :

( 0
|p7j viwdQ+ AL YV VY pd0 - at] piV, pdo = J'z//dQ+—J'v o (i)

n+l oy

[ ViV wda =0 (ii) (10)

|
|[v=0 sur T (iii)
2-5. Ecriture matricielle

Dans une étude en deux dimensions (2D), les Equations (i-iii) de (10) s érit sous la forme :

(A BYU) (F)

_ 11
o ole) Lo .
avec,
jA" :[“f o "“LM* PRSI B (12)
By = [ v (ii)

Dans cette écriture matricielle, 4 est la constituée de la somme de la matrice de rigidité et de la matrice de
masse. Et Aest la matrice divergence.
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2-6. Résolution numérique

Comme dans de nombreux ouvrage [14], la résolution s’effectue avec le logiciel MATLAB. Les solutions sont
ensuite représentées d l'aide du logiciel GMSH. La Figure 7 représente le Volume Elémentaire Représentatif
(VER) du milieu poreux périodique considéré aprés maillage effectué a partir du logiciel GMSH. Les points 1 &
10 sont les neeuds a partir desquels des normes des vitesses vont tre comparées. Les numéros 3 et 8 ne
représentent qu’un seul neeud.

«5

Figure 1 : Schéma dv maillage dv modéle

Paramétres correspondants av flvide :
> viscosité dynamigue :1,03.10° Pa.s

3

> masse volumigue :1.10° kg.m"
> wix:0) = vl(x) donnée de l'ordre de 10°° (d gauche), puis de 10" (d droite) pour les Figures 1 a 4.
Puis, de ['ordre de 10°° pour toute la suite.

3. Résultats et discussion

Le milieu poreux est constitué par la combinaison de plusieurs volumes élémentaires représentatifs. Cette
répétition engendre une périodicité des conditions initiales : a I'entrée et d la sortie. La Figure Zmontre que
malgré la variation de la vitesse du fluide, les écoulements obtenus sont laminaires. Dans la partie gauche
oU la vitesse initiale est plus faible, le fluide en écoulement épouse bien la forme du VER. Les parties
ascendante et descendante sont discernables. Par contre, pour I'écoulement avec une vitesse initiale plus
élevée que la premiére, le déplacement du fluide tend a &tre plus rapide et de direction horizontale d travers
le VER. Donc, I'augmentation de la vitesse initiale tend d rendre I'écoulement unidirectionnel : celui de la
vitesse initiale.

Aro Pascal RATSIMBAZAFY et al.



405 Afrique SCIENCE 13(3) (2017) 400 - 410

=
— " — T T
L - T = N o = L
- ", -~ »' ’: 1 -
- > . o 22K =
-, R s - - N T
3 v J e - -~ . Y
: .’ \Z_X 2 - N z X
vitesse vitesse
145e-10 1.87e-06 3.94e-08 289208 1.87e-05 385005
[ | [ |

Figure 2 : Comparaison des vecteurs-vifesses

Dans la Figure 3, d gauche, non seulement que la vitesse moyenne est inférieure, mais en plus, une grande
partie du fluide située sur les extrémités supérieure et inférieure sont inertes. Par contre, d droite, méme la
partie du fluide située au voisinage de ces extrémités sont en mouvement. Cette comparaison des normes
permet également d’apercevoir I'adhésion du fluide sur la paroi. En effet, I'eau qui se trouve a I'interface
fluide-paroi (de couleur bleue foncée) est inerte @ cause de la tension superficielle. Mais ce qui est le méme
pour les deux représentations est que la vitesse initiale qui est celle située @ I'entrée et a la sortie du VER

représente la vitesse maximale de I'écoulement.

norme_vitesse
1.97e-05 3.95e-05

norme_vitesse
145e-10 1.97e-06 3.94e-06 2.89e-08

Figure 3 : Comparaison des normes des vecteurs-vifesses

La Figure 4 exprime la diminution de la pression, de I'entrée d la sortie du VER. Mais, étant donné la
périodicité du milieu, la sortie d’'un VER devient I'entrée d’un autre. Par conséquent, sa norme est la méme en
ces deux cotés. La variation de la pression s’effectue donc suivant I'abscisse (x), et les points ayant la méme
ordonnée (y) présentent pratiquement la méme pression. Pour les points alignés avec les neeuds 1 a5, la

valeur de la pression est voisine de celle de la moyenne.
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Figure 4 : Comparaison des pressions

La Figure 5 signifie que le gradient de la pression augmente, puis atteint sa valeur maximale au centre du
VER (au neud 3), et diminue jusqu’a atteindre sa valeur initiale @ la sortie. Ce mode de variation est également
dd a la périodicité du milieu. Mais ce sont les points alignés horizontalement avec la vitesse initiale qui sont
les plus influencés par ce gradient de pression. Il est minimal au niveau des deux extrémités supérieure et
inférieure car ces zones ne sont pas situées dans la direction de la vitesse initiale ; alors, elle y a moins
d’influence.

7 x \ ‘ 5
i . : X
note_gradP note_gradP_norm
1.08e-07 2.28e-0 4 46e-06 1.08e-07 2.28e-06 4 4Be-06
B | | |

Figure 5 : Gradient de /a pression et norme dv gradient de la pression
Ces deux représentations dans la Figure 6 montrent que la vitesse et le gradient de la pression n’évoluent

pas de la méme maniére. Néanmoins, en un point quelconque du VER, ils ont le méme sens. Cette égalité
d’orientation justifie le fait que C’est la variation du gradient de pression qui commande I'écoulement du fluide.
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Figure 6 : Comparaison de /a vitesse et dv gradient de /o pression

La Figure 7montre que le long de I'écoulement, la vitesse est inversement proportionnelle au gradient de
pression. En effet, la valeur de la vitesse qui est maximale (vitesse initiale) d I'entrée décroft jusqu’au centre,
puis augmente en direction d la sortie oU elle regagne sa valeur maximale. Cest tout d fait le contraire pour
la pression. Mais leurs caractéristiques communes sont que leurs valeurs au niveau des extrémités supérieur
et inférieur sont minimes, malgré leurs différences. Ce phénomene entre la vitesse et le gradient de pression
est vérifié par /’Equation de Bernoulli pour un écoulement trés lent (p gh est négligeable):

(13)

¥
zZ X

‘ . z X
norme_vitesse note_gradP_norm
145e-10 1.97e-08 3.94e-06 1.08e-07 2.28e-06 4 46e-06
| | N |

Figure 7 : Comparaison des normes de la vitesse et dv gradient de la pression
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La Figure 8représente la comparaison des points 1 a 5 appartenant d la direction verticale. L'écoulement
est plus fort au milieu du VER (relatif au point 3), puis il diminue progressivement en se dirigeant vers les
deux cdtés 1 et 5. Cette situation est due d la distance que fait chaque point avec la vitesse initiale. Mais les
points équidistants du centre 2 et 4 ont la méme vitesse ; il en est de méme pour les points 1 et 5. De plus,
toutes ces vitesses augmentent linéairement avec le temps.

108 Modele microscopique
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Figure 8 : Comparaison des vitesses de 05 points alignés suivant (Oy)

Dans la Figure 9, toutes les vitesses croissent également avec le temps. Mais contrairement au déplacement
vertical, la vitesse d’écoulement est minimale au centre du VER (point 3), puis augmente en se rapprochant
des deux extrémités (points 6 et 10) oU le domaine d’écoulement est plus étroit.

.10°8 Modele microscopique .10°5 Modele microscopique
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Temps (s) Temps (s)

Figure 9 : Comparaison des vitesses de 05 points alignés svivant (Ox)

Pour la Figure 10, a gauche, il y a la variation de la vitesse en partant du point 6 puis en se dirigeant vers
10, tout en considérant plus de valeurs correspondant a plus de neuds. A partir de valeur maximale 5
(vitesse initiale), elle décrott jusqu’au miliev du VER (point 3). Ensuvite, elle augmente jusqu’d atteindre sa
valeur initiale a I'autre bout (vitesse de sortie). Elle confirme ce qui a été affirmé avec la Figure 9. Puis, d
droite, elle montre son accroissement en partant de I'extrémité supérieure (point 1) jusqu’au miliev du VER
(point 3), suivi de sa diminution jusqu’au niveau inférieur (point 5). Cette courbe est obtenue avec la prise en
compte de plus de points, et certifie ce qui a été affirmé avec lu Figure 8.
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Figure 10 : Comparaison de ['évalution de la vitesse suivant la verticale (Oy) et ['horizontale (Ox)

Toutes les Figures 2 a 10 mettent en exergue que I'écoulement est symétrique par rapport d un axe
horizontal qui passe par le miliev du VER. Cette étude a I'échelle microscopique permet d’obtenir la propriété
effective du miliev considéré au niveau macroscopique :

V=4V (%) (14
)7

Cette Equation (14)n’est autre que la loi de Darcy. Cette vitesse macroscopique v est inférieure & la vitesse
du fluide @ I'échelle du pore. La relation permet de déterminer la conductivité hydraulique du miliev. Pour un

milieu supposé isotrope, le tenseur K s’écrit :

= (K, 0
K =
0

| (15)
N

Ky )

avec, K, = (k,)=1.153e-09 ef K = <ky>=1.5189-11

Les termes k et k sont obtenus & partir de I'Equation (i) de (7). Lu variation de la porosité dans

I’Equation (14) suffit pour obtenir différentes vitesses macroscopiques v . Cette existence de pores peut
également engendrer d’autres phénomeénes pouvant recycler I'eau usée : soit a partir de leurs dimensions,
soit grdce d la propriété d’adsorption de la paroi [15].

4. Conclusion

L’échelle microscopique a permis d’apercevoir I'allure d’écoulement de I'eau d travers les pores. Puis, elle
met en exergue la variation en norme et en sens de la vitesse qui n’est pas la méme suivant I'horizontale et
la verticale. Néanmoins, il y a les mémes résultats sur les extrémités supérieure et inférieure, puis a I'entrée
et @ la sortie du VER. Il en est de méme pour la pression, ainsi que son gradient. Puis, la variation de la vitesse
initiale génére également des changements sur ces derniers. Ensuite, elle a mené & |'obtention : du lien entre
lo vitesse et le gradient de pression, mais aussi de la propriété effective équivalente a I'échelle
macroscopique (conductivité hydraulique). A cette échelle, le nouveau variable remplagant la vitesse initiale
est la porosité. Ainsi, la discrétisation par élément fini, 'algorithme d’Uzawa, les logiciels GMSH et MATLAB
peuvent donc concorder lors de la résolution de ce type de probleme.
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